Diferencijalne jednacine prvog reda

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢
Energetika i automatika, Elektronika, telekomunikacije i racunarstvo; ETF

Matematika 3
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0 Linearna DJ
@ Bernulijeva DJ
@ Rikatijeva DJ

@ DJ u simetricnom obliku
@ DJ sa totalnim diferencijalom
@ Integracioni faktor

e DJ nerjesive po prvom izvodu
@ Lagranzova DJ
@ Klerova DJ
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Linearna DJ (LDJ)

y'+ P(t)y = Q(1) (1)
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Linearna DJ (LDJ)

y'+ P(t)y = Q(1) (1)

Uslovi egzistencije i jedinstvenosti: P, Q € C(I)
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Linearna DJ (LDJ)

y'+ P(t)y = Q(1) (1)
Uslovi egzistencije i jedinstvenosti: P, Q € C(I)
D=IxR
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Linearna DJ

Bernulijeva DJ
Rikatijeva DJ

Linearna DJ (LDJ)
y'+ P(t)y = Q(1) (1)

Uslovi egzistencije i jedinstvenosti: P, Q € C(I)
D=IxR

Homogena linearna DJ (HLDJ)

Yy +P(t)y=0 )
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Linearna DJ

Bernulijeva DJ
Rikatijeva DJ

Linearna DJ (LDJ)
y'+ P(t)y = Q(t) (1)

Uslovi egzistencije i jedinstvenosti: P, Q € C(I)
D=IxR

Homogena linearna DJ (HLDJ)

y'+ P(t)y =0 (@)

@ DJ sa razdvojenim promjenljivim
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Linearna DJ

Bernulijeva DJ
Rikatijeva DJ

Linearna DJ (LDJ)
y'+ P(t)y = Q(t) (1)

Uslovi egzistencije i jedinstvenosti: P, Q € C(I)
D=IxR

Homogena linearna DJ (HLDJ)

y'+ P(t)y =0 (@)

@ DJ sa razdvojenim promjenljivim
e tel
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Linearna DJ (LDJ)

y'+ P(t)y = Q(1) (1)
Uslovi egzistencije i jedinstvenosti: P, Q € C(I)
D=IxR

Homogena linearna DJ (HLDJ)

y'+ P(t)y =0 (@)

@ DJ sa razdvojenim promjenljivim
e tel
@ y#0=Jy =(—00,0)ili Jo = (0, 400)
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Linearna DJ

Bernulijeva DJ
Rikatijeva DJ

Linearna DJ (LDJ)
y'+ P(t)y = Q(t) (1)

Uslovi egzistencije i jedinstvenosti: P, Q € C(I)
D=IxR

Homogena linearna DJ (HLDJ)

y'+ P(t)y =0 (@)

@ DJ sa razdvojenim promjenljivim

etel

@ y#0=Jy =(—00,0)ili Jo = (0, 400)

@ Oblast egzistencije i jedinstvenosti: Dy =1 x Jq ili
]Dg =1Ix Jg
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Opste rjeSenje homogene linearne DJ:
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Opste rjeSenje homogene linearne DJ:

@ u oblasti Dy je
y = e*fP(t)dt. C
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Opste rjeSenje homogene linearne DJ:

@ u oblasti Dy je
y = e*fP(t)dt. C

@ u oblasti D5 je
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Opste rjeSenje homogene linearne DJ:

@ u oblasti Dy je
y = e*fP(t)dt. C

@ u oblasti D5 je

@ RjeSenje jeifunkcijay =0,t el
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Opste rjeSenje homogene linearne DJ:

@ u oblasti Dy je
y = e*fP(t)dt. C

@ u oblasti D5 je

@ RjeSenje jeifunkcijay =0,t el
Oblast egzistencije i jedinstvenosti rjesSenja HLDJ je
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Opste rjeSenje homogene linearne DJ:

@ u oblasti Dy je
y = e*fP(t)dt. C

@ u oblasti D5 je

@ RjeSenje jeifunkcijay =0,t el
Oblast egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja HLDJ je D =T x R
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Opste rjeSenje homogene linearne DJ:

@ u oblasti Dy je
y = e*fP(t)dt. C

@ u oblasti D5 je

@ RjeSenje jeifunkcijay =0,t el
Oblast egzistencije i jedinstvenosti rieSenja HLDJ je D =T x R i
opste rieSenje:
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Opste rjeSenje homogene linearne DJ:

@ u oblasti Dy je
y = e*fP(t)dt. C

@ u oblasti D5 je

@ RjeSenje jeifunkcijay =0,t el
Oblast egzistencije i jedinstvenosti rieSenja HLDJ je D =T x R i
opste rieSenje:
y = Ce~ /Pt

gdje je C proizvoljna konstanta.

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Diferencijalne jednacine



Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Prethodna formula se moze iskoristiti za nalazenje opsteg
rieSenja LDJ (metod varijacije konstanti):

Doc. dr Nevena Mi



Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Prethodna formula se mozZe iskoristiti za nalazenje opsSteg
rieSenja LDJ (metod varijacije konstanti):
@ Rjesenje trazimo u obliku:

y = C(t)e™ /PO, (3)
gdje je C(t) neprekidno-diferencijabilna funkcija
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Prethodna formula se mozZe iskoristiti za nalazenje opsSteg
rieSenja LDJ (metod varijacije konstanti):
@ Rjesenje trazimo u obliku:
y = C(t)e™ /PO, (3)

gdje je C(t) neprekidno-diferencijabilna funkcija
@ Zamjenom y iz (3) u (1) dobijamo:
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Prethodna formula se mozZe iskoristiti za nalazenje opsSteg
rieSenja LDJ (metod varijacije konstanti):
@ Rjesenje trazimo u obliku:
y = C(t)e™ /PO, (3)
gdje je C(t) neprekidno-diferencijabilna funkcija
@ Zamjenom y iz (3) u (1) dobijamo:
Cl(t) _ Q(t)ep(t)dt
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Prethodna formula se mozZe iskoristiti za nalazenje opsSteg
rieSenja LDJ (metod varijacije konstanti):
@ Rjesenje trazimo u obliku:

y = C(t)e~/ PO (3)

gdje je C(t) neprekidno-diferencijabilna funkcija
@ Zamjenom y iz (3) u (1) dobijamo:

Cl(t) _ Q(t)ep(t)dt

Ovo je DJ sa razdvojenim promjenljivim i njeno rjeSenje je:
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Prethodna formula se mozZe iskoristiti za nalazenje opsSteg
rieSenja LDJ (metod varijacije konstanti):
@ Rjesenje trazimo u obliku:

y = C(t)e~/ PO (3)

gdje je C(t) neprekidno-diferencijabilna funkcija
@ Zamjenom y iz (3) u (1) dobijamo:

Cl(t) _ Q(t)ep(t)dt

Ovo je DJ sa razdvojenim promjenljivim i njeno rjeSenje je:

C(t) = / Q(t)e! POt 4+, ~ e R
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Prethodna formula se mozZe iskoristiti za nalazenje opsSteg
rieSenja LDJ (metod varijacije konstanti):
@ Rjesenje trazimo u obliku:

y = C(t)e~/ PO (3)

gdje je C(t) neprekidno-diferencijabilna funkcija
@ Zamjenom y iz (3) u (1) dobijamo:

Cl(t) _ Q(t)ep(t)dt

Ovo je DJ sa razdvojenim promjenljivim i njeno rjeSenje je:

C(t) = / Q(t)e! POt 4+, ~ e R

@ Zamjenom C(t) u (3) :

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Diferencijalne jednacine



Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Prethodna formula se mozZe iskoristiti za nalazenje opsSteg
rieSenja LDJ (metod varijacije konstanti):
@ Rjesenje trazimo u obliku:

y = C(t)e~/ PO (3)

gdje je C(t) neprekidno-diferencijabilna funkcija
@ Zamjenom y iz (3) u (1) dobijamo:

Cl(t) _ Q(t)eF’(I)dt

Ovo je DJ sa razdvojenim promjenljivim i njeno rjeSenje je:

C(t) = / Q(t)e! POt 4+, ~ e R

@ Zamjenom C(t) u (3) :
Opste rjesenje LDJ

_ o [ P(at
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Drugi nacin za nalazenje opsteg rieSenja LDJ:

@ RjesSenje trazimo u obliku

y=uv, u=u(t),v=v(t),uv#0
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Drugi nacin za nalazenje opsteg rieSenja LDJ:

@ RjesSenje trazimo u obliku

y=uv, u=u(t),v=v(t),uv#0

oy =Uvv+u/
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Drugi nacin za nalazenje opsteg rieSenja LDJ:

@ RjesSenje trazimo u obliku

y=uv, u=u(t),v=v(t),uv#0

oy =Uvv+u/
o Uv+uv+ P(tuv = Q(t)
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Drugi nacin za nalazenje opsteg rieSenja LDJ:

@ RjesSenje trazimo u obliku

y=uv, u=u(t),v=v(t),uv#0

oy =Uvv+u/

@ Uv+uv + P(tuv = Q(t)ili v'v + u (V' + P(t)v) = Q(t)
=0
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Drugi nacin za nalazenje opsteg rieSenja LDJ:

@ RjesSenje trazimo u obliku

y=uv, u=u(t),v=v(t),uv#0

oy =Uvv+u/

@ Uv+uv + P(tuv = Q(t)ili v'v + u (V' + P(t)v) = Q(t)
=0

o v—e [P
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Drugi nacin za nalazenje opsteg rieSenja LDJ:

@ RjesSenje trazimo u obliku

y=uv, u=u(t),v=v(t),uv#0

oy =Uvv+u/

@ Uv+uv + P(tuv = Q(t)ili v'v + u (V' + P(t)v) = Q(t)
=0

o v—e [P
o ue [P0 = Q(t)
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Drugi nacin za nalazenje opsteg rieSenja LDJ:

@ RjesSenje trazimo u obliku

y=uv, u=u(t),v=v(t),uv#0

oy =Uvv+u/

o Uv+u + P(tuv = Q(t)ili u'v+u (v + P(t)v) = Q(t)
T

o v— e /Pt

e ue /PO — Q(t)

o u= [Q(t)e POdgt 1 ~
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Drugi nacin za nalazenje opsteg rieSenja LDJ:

@ RjesSenje trazimo u obliku

y=uv, u=u(t),v=v(t),uv#0

oy =Uvv+u/
o Uv+u + P(tuv = Q(t)ili u'v+u (v + P(t)v) = Q(t)

N———
=0

o v =g JPMat
@ Ue JPMd — Q(f)
o u= [Q(t)e POdgt 1 ~

y=uv =g /PO </ Q(t)e/ P(’)dtdt+7>
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Ako je poznato jedno partikularno rjeSenje y, LDJ uvodi se
smjena
y=yptu, u=ut).
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Ako je poznato jedno partikularno rjeSenje y, LDJ uvodi se
smjena

y=Yotu, u=ut).
Tada se dobija

Yo+ U +Pyp+Pu=Q
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Ako je poznato jedno partikularno rjeSenje y, LDJ uvodi se
smjena
y=yptu, u=ut).

Tada se dobija
Yo+ U +Pyp+Pu=Q

Yp+ Pyp— Q)+U +Pu=0
—_———

=0
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Ako je poznato jedno partikularno rjeSenje y, LDJ uvodi se
smjena
y=yptu, u=ut).

Tada se dobija
Yo+ U +Pyp+Pu=Q

Yp+ Pyp— Q)+U +Pu=0
—_———
-0

u=e /PO
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Ako je poznato jedno partikularno rjeSenje y, LDJ uvodi se
smjena
y=yptu, u=ut).

Tada se dobija
Yo+ U +Pyp+Pu=Q

Yp+ Pyp— Q)+U +Pu=0
—_———

-0

U= e P

Tada je opste rieSenje

y=e [POd Ly o\
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Linearna DJ Bernuliieva DJ

Rikatijeva DJ

Bernulijeva DJ

y' + P(t)y = Q(t)y*, a#1{0,1}, P,Qe C()
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Linearna DJ Bernuliieva DJ

Rikatijeva DJ

Bernulijeva DJ

y' + P(t)y = Q(t)y*, a#1{0,1}, P,Qe C()

Smjena: u = y'—,

Doc. dr Nevena Mi



Linearna DJ Bernuliieva DJ

Rikatijeva DJ

Bernulijeva DJ

y' + P(t)y = Q(t)y*, a#1{0,1}, P,Qe C()

{e3

Smijena: u =y~ tj. y = LU

11—«
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Linearna DJ Bernuliieva DJ

Rikatijeva DJ

Bernulijeva DJ

y' + P(t)y = Q(t)y*, a#1{0,1}, P,Qe C()

Smijena: u =y~ 4. y' = L

11—«

ya

1—-«

v+ P(t)y = Q(t)y”
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Linearna DJ

Bernulijeva DJ
Rikatijeva DJ

Bernulijeva DJ

y' + P(t)y = Q(t)y*, a#1{0,1}, P,Qe C()

CV

Smijena: u =y~ tj. y = LU

1 —«

ye _ o .
U+ Pty = Q(t)y |

U+ Pt)(1 - a)u=Q(t)(1 — )
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Rikatijeva DJ

y' = P(t)y? + Q(t)y + R(t)
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Rikatijeva DJ

y' = P(t)y? + Q(t)y + R(t)

Ako je poznato jedno partikularno rieSenje y, Rikatijeve DJ
uvodi se smjena

y=Ypo+u, u=u(t).
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Rikatijeva DJ

y' = P(t)y? + Q(t)y + R(t)

Ako je poznato jedno partikularno rieSenje y, Rikatijeve DJ
uvodi se smjena

y=Ypo+u, u=u(t).
Tada se dobija
Yo+ U = Py2 + 2Py,u+ PU? + Qyp + Qu + R
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Rikatijeva DJ

y' = P(t)y? + Q(t)y + R(t)

Ako je poznato jedno partikularno rieSenje y, Rikatijeve DJ
uvodi se smjena

y=Ypo+u, u=u(t).
Tada se dobija
Yo+ U = Py2 + 2Py,u+ PU? + Qyp + Qu + R

yp+ U = (Py5+ Qyp+ R)+(2Pyp + Q)u + Pu?

:y!’)
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Rikatijeva DJ

y' = P(t)y? + Q(t)y + R(t)

Ako je poznato jedno partikularno rieSenje y, Rikatijeve DJ
uvodi se smjena

y=Ypo+u, u=u(t).
Tada se dobija
Yo+ U = Py2 + 2Py,u+ PU? + Qyp + Qu + R

yp+ U = (Py5+ Qyp+ R)+(2Pyp + Q)u + Pu?

:y!’)

U — (2Py, + Q) u = PuU?
—_———
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Linearna DJ Bernulijeva DJ

Rikatijeva DJ

Primjer 1: Ako su poznata dva partikularna riesenja y1(t) i yo(t)
Rikatijeve DJ
y' = P(t)y* + Q(t)y + R(t)

tada je opste rieSenje

Y =N _ el POi—y2)at
y—J)e

Primjer 2: Pokazati da se LDJ drugog reda

ax(t)y" + a1(t)y’ + ao(t)y =0

smjenom y = e/ f()x(Ddt syodi na Rikatijevu DJ.
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DJ sa totalnim diferencijalom

DJ u simetri¢nom obliku
Integracioni faktor

DJ u simetricnom obliku

P(t,y)dt+ Q(t,y)dy =0

@ Pretpostavimo da P, Q € C(D), D ¢ R?
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DJ sa totalnim diferencijalom

DJ u simetri¢nom obliku
Integracioni faktor

DJ u simetricnom obliku

P(t,y)dt + Q(t,y)dy =0

@ Pretpostavimo da P, Q € C(D), D ¢ R?
e S={(t,y)eD:P(t,y)=0iQ(t,y) =0}
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DJ sa totalnim diferencijalom

DJ u simetri¢nom obliku
Integracioni faktor

DJ u simetricnom obliku

P(t,y)dt+ Q(t,y)dy =0

@ Pretpostavimo da P, Q € C(D), D ¢ R?
@ S={(t,y)eD:P(t,y) =0i Q(t,y) = 0} - zatvoren skup
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DJ sa totalnim diferencijalom

DJ u simetri¢nom obliku
Integracioni faktor

DJ u simetricnom obliku

P(t,y)dt + Q(t,y)dy =0

@ Pretpostavimo da P, Q € C(D), D C R?

o S={(t,y)eD: P(t,y)=0i Q(t,y) = 0} - zatvoren skup

@ Tacke skupa S su singularne tacke (nema jedinstvenog
rieSenja)
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DJ sa totalnim diferencijalom

DJ u simetri¢nom obliku
Integracioni faktor

DJ u simetricnom obliku

P(t,y)dt + Q(t,y)dy =0

@ Pretpostavimo da P, Q € C(D), D C R?

o S={(t,y)eD: P(t,y)=0i Q(t,y) = 0} - zatvoren skup

@ Tacke skupa S su singularne tacke (nema jedinstvenog
rieSenja)

e D\S
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DJ sa totalnim diferencijalom

DJ u simetri¢énom obliku X
Integracioni faktor

DJ u simetricnom obliku

P(t,y)dt + Q(t,y)dy =0

@ Pretpostavimo da P, Q € C(D), D C R?

@ S={(t,y)eD:P(t,y) =0i Q(t,y) = 0} - zatvoren skup

@ Tacke skupa S su singularne tacke (nema jedinstvenog
rieSenja)

@ D\ S - otvoren skup, ali ne mora da bude povezan
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DJ sa totalnim diferencijalom

DJ u simetri¢énom obliku X
Integracioni faktor

DJ u simetricnom obliku

P(t,y)dt + Q(t,y)dy =0

@ Pretpostavimo da P, Q € C(D), D C R?

@ S={(t,y)eD:P(t,y) =0i Q(t,y) = 0} - zatvoren skup

@ Tacke skupa S su singularne tacke (nema jedinstvenog
rieSenja)

@ D\ S - otvoren skup, ali ne mora da bude povezan

e D\ S = U} G, razbijemo na djelove koji su sami za sebe
oblasti
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DJ sa totalnim diferencijalom

DJ u simetri¢énom obliku X
Integracioni faktor

DJ u simetricnom obliku

P(t,y)dt+ Q(t,y)dy =0

@ Pretpostavimo da P, Q € C(D), D C R?

@ S={(t,y)eD:P(t,y) =0i Q(t,y) = 0} - zatvoren skup

@ Tacke skupa S su singularne tacke (nema jedinstvenog
rieSenja)

@ D\ S - otvoren skup, ali ne mora da bude povezan

e D\ S = U} G, razbijemo na djelove koji su sami za sebe

oblasti
@ Posmatramo jednu od ovih oblasti G; i y’ = —gg% ili
t/ — _ Q(tvy)
P(t.y)

Doc. dr Nevena Mijajlovié Diferencijalne jednacine



DJ sa totalnim diferencijalom

DJ u simetri¢énom obliku X
Integracioni faktor

DJ u simetricnom obliku

P(t,y)dt + Q(t,y)dy =0

@ Pretpostavimo da P, Q € C(D), D C R?

@ S={(t,y)eD:P(t,y) =0i Q(t,y) = 0} - zatvoren skup

@ Tacke skupa S su singularne tacke (nema jedinstvenog
rieSenja)

@ D\ S - otvoren skup, ali ne mora da bude povezan

e D\ S = U} G, razbijemo na djelove koji su sami za sebe

oblasti
@ Posmatramo jednu od ovih oblasti G; i y’ = —gg% ili
t/ — _ O(tvy)
P(t.y)

@ Primijeniti neku od teorema za DJ u normalnom obliku

Doc. dr Nevena Mijajlovié Diferencijalne jednacine



DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Primjer: (2t + y?)dt+ 2ty dy = 0 - DJ u simetriénom obliku
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DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Primjer: (2t + y?)dt+ 2ty dy =0 - DJ u simetriénom obliku
~— ~—

P(t.y) Q(t.y)

@ Postoji li funkcija U(t,y) td. 37 = Pi %/ = Q?
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N . DJ sa total f jal
DJ u simetriénom obliku J sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Primjer: (2t + y?)dt+ 2ty dy =0 - DJ u simetriénom obliku
— ~~
P(t.y) Q(t.y)

@ Postoji li funkcija U(t,y) td. 37 = Pi %/ = Q?
e Uty)=1t>+1ty?
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N . DJ sa total f jal
DJ u simetriénom obliku J sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Primjer: (2t + y?)dt+ 2ty dy =0 - DJ u simetriénom obliku J
~— ~—

P(t.y) Q(t.y)

@ Postoji li funkcija U(t,y) td. 37 = Pi %/ = Q?

oU(ty):t2+ty
° dt+ dy 0
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N . DJ sa total f jal
DJ u simetriénom obliku J sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Primjer: (2t + y?)dt+ 2ty dy =0 - DJ u simetriénom obliku
— ~~
P(t.y) Q(t.y)

Postoji li funkeija U(t,y) t.d. 5/ = Pi g0 = Q7

U(t y)=t2+ty?
dt+ dy 0
dU =0- totalnl diferencijal funkcije U
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N . DJ sa total f jal
DJ u simetriénom obliku J sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Primjer: (2t + y?)dt+ 2ty dy =0 - DJ u simetriénom obliku
— ~~
P(t.y) Q(t.y)

Postoji li funkcija U(t,y) t.d. 3¢ = Pi aU =Q?
U(t y)=t2+ty?
dt + dy 0
dU =0- totalnl diferencijal funkcije U
U = C - rjeSenje

Rjesenje pocetne DJ

?+ty>=C
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DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Teorema: Neka su funkcije P, Q, %, 99 neprekidne u oblasti G.

Tada jednacina
P(t,y)dt+ Q(t,y)dy =0
je jednacina sa totalnim diferencijalom akko

oP  0Q

a = o0 V(t,y) e G
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DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Kako naci funkciju U? J
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DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Kako naci funkciju U? J

@ Ako je jednacina sa totalnim diferencijalom tada vazi:

ou ou
Wdt + a—ydy =dU = P(t,y)dt + Q(t,y)dy
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DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Kako naci funkciju U? J

@ Ako je jednacina sa totalnim diferencijalom tada vazi:

ou ou
Wdt + a—ydy =dU = P(t,y)dt + Q(t,y)dy

® Zakljucujemo da je 47 = P(t,y) i §¥ = Q(t, y).

Doc. dr Nevena Mijajlovié Diferencijalne jednacine



DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Kako naci funkciju U?

@ Ako je jednacina sa totalnim diferencijalom tada vazi:

ou ou
Wdt + a—ydy =dU = P(t,y)dt + Q(t,y)dy

® Zakljucujemo da je 47 = P(t,y) i §¥ = Q(t, y).
@ Iz prve jednakosti dobijamo U = [ P(t,y)dt + C(y)
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DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Kako naci funkciju U?

@ Ako je jednacina sa totalnim diferencijalom tada vazi:

ou ou
Wdt + a—ydy =dU = P(t,y)dt + Q(t,y)dy

® Zakljucujemo da je 47 = P(t,y) i §¥ = Q(t, y).
@ Iz prve jednakosti dobijamo U = [ P(t,y)dt + C(y)

@ C(y) odredjujemo tako Sto dobijeno U zamijenimo u drugu
nejednakost

ot =5 = 5 ([ Peyd) +c)

Doc. dr Nevena Mijajlovié Diferencijalne jednacine



DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

C'(y)=Q(ty)— (fP (t,y)dt)- DJ sa razdv. prom.
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DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

C'(y) = Q(t.y) — & ([ P(t,y)dt)- DJ sa razdv. prom.

cw) = [ (a5, ([Peye))oy+a. 2em
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DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

C'(y) = Q(t.y) — & ([ P(t,y)dt)- DJ sa razdv. prom.

cw) = [ (a5, ([Peye))oy+a. 2em

Zamijenimo u U i dobijamo

U= /P(t,y)dt+/ (Q(t,y)— aay </ P(t,y)dt>> dy +

RjeSenje DJ sa totalnim diferencijalom

/P(T7Y)dt+/ <Q(t7 y) — 88}/ (/ P(l‘,y)dt)) dy = const
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. I " DJ sa total f jal
DJ u simetriénom obliku J sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

P(t,y)dt+ Q(t,y)dy =0 (4)

- ako nije jednacina sa totalnim diferencijalom,
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DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

P(t,y)dt+ Q(t,y)dy =0 (4)

- ako nije jednacina sa totalnim diferencijalom, trazimo funkciju
u(t, y) tako da jednacina

u(t, y)P(t, y)dt + pu(t, y)Q(t, y)dy = 0 (5)
bude jednacina sa totalnim diferencijalom.

Funkciju p = p(t, y) definisanu, neprekidnu i razliCitu od nule u
oblasti D nazivamo integracionim faktorom jednacine (4) ako
je jednacina (5) jednacina sa totalnim diferencijalom.
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. I " DJ sa total f jal
DJ u simetriénom obliku J sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Kako naci funkciju p = u(t, y)? )
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DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Kako naci funkciju p = u(t, y)? )

@ uPdt + 1Qdy = 0 - j-na sa totalnim diferencijalom
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. I " DJ sa total f jal
DJ u simetriénom obliku J sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Kako naci funkciju p = u(t, y)?

@ uPdt + 1Qdy = 0 - j-na sa totalnim diferencijalom
o(pP) _ o(pQ)

oy ot
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. I " DJ sa total f jal
DJ u simetriénom obliku J sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Kako naci funkciju p = u(t, y)?

@ uPdt + 1Qdy = 0 - j-na sa totalnim diferencijalom
o(pP) _ o(pQ)

oy ot
o oP 8,u 80
9k p
oy ey T et @t rar
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DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Kako naci funkciju p = u(t, y)?

@ uPdt + 1Qdy = 0 - j-na sa totalnim diferencijalom
o(pP) _ o(pQ)

oy ot
o oP 8,u 80
9p
oy Ty T a9 e
Onp Orqg_  (9Q 0P
ay’ to_“<at ay>
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DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Kako naci funkciju p = u(t, y)?

@ uPdt + 1Qdy = 0 - j-na sa totalnim diferencijalom
o(pP) _ o(pQ)

oy ot
o oP 8,u 80
9p
oy Ty T a9 e
Onp Orqg_  (9Q 0P
ay’ to_“<at ay>

Pretpostavimo da postoji funkcija w = w(t, y) tako da u = p(w).
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DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Kako naci funkciju p = u(t, y)?

@ uPdt + 1Qdy = 0 - j-na sa totalnim diferencijalom
o(pP) _ o(pQ)

oy ot
o oP 8,u 80
9p
oy Ty T a9 e
Onp Orqg_  (9Q 0P
ay’ to_“<at ay>

Pretpostavimo da postoji funkcija w = w(t, y) tako da u = p(w).
Tada je
Op _ dpdw . Op  dpdw

ot~ dw ot oy dwdy
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. I " DJ sa total f jal
DJ u simetriénom obliku J sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor




DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

du %%
B Q% -PY
w biramo tako da g(w)dw lako integralimo:

= ef g(w)dw J

Doc. dr Nevena i¢ Diferencijalne jednacine



DJ u simetriénom obliku DJ sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

du & — %2
y
= ————dw = g(w)dw
Jw w
e Qo - P%y

w biramo tako da g(w)dw lako integralimo:

= ef g(w)dw J

Specijalno, za w = t (ili w = y) imamo

oP _ 0Q 2Q _ oP

_ oy ot i1 _

Doc. dr Nevena Mi



N . D | fer: jal
DJ u simetriénom obliku J sa totalnim diferencijalom

Integracioni faktor

Rijesiti DJ:

(3t2cos y — sin y) cos ydt — tdy = 0.

Pokazati da su sve DJ sa razdvojenim promjenljivim jednacine
sa totalnim diferencijalom.

Nadi integracioni faktor jednacine

(y* — 4ty)dt + (2ty® — 3t%)dy = 0.
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DJ nerjesive po prvom izvodu

F(ty,y)=0 (6)

@ ne mozemo na jednoznacan nacin napisati kao y’ = f(t, y)
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DJ nerjesive po prvom izvodu

F(ty,y)=0 (6)

@ ne mozemo na jednoznacan nacin napisati kao y’ = f(t, y)
@ 2 glavna metoda rjeSavanja:
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Lagranzova DJ
Klerova DJ

DJ nerjesive po prvom izvodu

F(ty,y)=0 (6)

@ ne mozemo na jednoznacan nacin napisati kao y’ = f(t, y)
@ 2 glavna metoda rjeSavanja:

1. J-nu (6) razbijemo na vise DJ u normalnom obliku J
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Lagranzova DJ
Klerova DJ

DJ nerjesive po prvom izvodu

F(ty,y)=0 (6)

@ ne mozemo na jednoznacan nacin napisati kao y’ = f(t, y)
@ 2 glavna metoda rjeSavanja:

1. J-nu (6) razbijemo na vise DJ u normalnom obliku J

Primjer 1: y2 +1=0
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Lagranzova DJ
Klerova DJ

DJ nerjesive po prvom izvodu

F(ty,y)=0 (6)

@ ne mozemo na jednoznacan nacin napisati kao y’ = f(t, y)
@ 2 glavna metoda rjeSavanja:

1. J-nu (6) razbijemo na vise DJ u normalnom obliku J

Primjer 1: y’> + 1 = 0 - nema rje$enja u skupu realnih funkcija
)
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Lagranzova DJ
Klerova DJ

DJ nerjesive po prvom izvodu

F(ty,y)=0 (6)

@ ne mozemo na jednoznacan nacin napisati kao y’ = f(t, y)
@ 2 glavna metoda rjeSavanja:

1. J-nu (6) razbijemo na vise DJ u normalnom obliku J

Primjer 1: y’> + 1 = 0 - nema rje$enja u skupu realnih funkcija
Primjer 2: y?> -1 =0
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Lagranzova DJ
Klerova DJ

DJ nerjesive po prvom izvodu

F(ty,y)=0 (6)

@ ne mozemo na jednoznacan nacin napisati kao y’ = f(t, y)
@ 2 glavna metoda rjeSavanja:

1. J-nu (6) razbijemo na vise DJ u normalnom obliku J

Primjer 1: y’> + 1 = 0 - nema rje$enja u skupu realnih funkcija
Primjer 2: y2—1 =0ili (y' = 1)(y'+1) =0,
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Lagranzova DJ
Klerova DJ

DJ nerjesive po prvom izvodu

F(ty,y)=0 (6)

@ ne mozemo na jednoznacan nacin napisati kao y’ = f(t, y)
@ 2 glavna metoda rjeSavanja:

1. J-nu (6) razbijemo na vise DJ u normalnom obliku J

Primjer 1: y’> + 1 = 0 - nema rje$enja u skupu realnih funkcija
Primjer2: y2 —1 =0ili (y/ —1)(y' +1)=0,tj. y/ =1iy = —1

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Diferencijalne jednacine



Lagranzova DJ
Klerova DJ

DJ nerjesive po prvom izvodu

F(ty,y)=0 (6)

@ ne mozemo na jednoznacan nacin napisati kao y’ = f(t, y)
@ 2 glavna metoda rjeSavanja:

1. J-nu (6) razbijemo na vise DJ u normalnom obliku )

Primjer 1: y’> + 1 = 0 - nema rje$enja u skupu realnih funkcija
Primjer2: y2 —1 =0ili (y/ —1)(y' +1)=0,tj. y/ =1iy = —1

U opstem slucaju: y' = fx(t,y), k=1,...,m.

Doc. dr Nevena Mijajlovi¢ Diferencijalne jednacine



Lagranzova DJ
Klerova DJ

DJ nerjesive po prvom izvodu

F(ty,y)=0 (6)

@ ne mozemo na jednoznacan nacin napisati kao y’ = f(t, y)
@ 2 glavna metoda rjeSavanja:

1. J-nu (6) razbijemo na vise DJ u normalnom obliku )

Primjer 1: y’> + 1 = 0 - nema rje$enja u skupu realnih funkcija
Primjer 2: y2 —1 =0ili(y = 1)(y' +1)=0,1. Yy =1iy' = —1
U opstem slucaju: y’ = fx(t, ¥), k = 1,..., m. Nadjemo rjeSenja
wk(t,y) = C, k=1,...,msvake od ovih Dj u normalnom
obliku. Tada je opste rieSenje:

(p1(t,y) = C)-...- (ek(t,y) —C) =0

2. Uvodimo parametrizaciju ]
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Lagranzova DJ

jesi i Klerova D
DJ nerjesive po prvom izvodu erova DJ

Lagranzova DJ

y=ty)+g9(y), f(u)#u

@ Uvodimo parametrizaciju: y’ = p, tj. dy = pdt
y = tf(p) +9(p)
dy = f(p)dt + tf'(p)dp + g'(p)dp
(p - f(p)) dt = (if'(p) + g'(p))dp
#0

/

flp) ,_ 9P
p—fp) p—1f(p)

Rjesenje: t = o(p, C), y = «(p, C) - f(p) + 9(p)
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Lagranzova DJ

DJ nerjesive po prvom izvodu Klerova DJ

Klerova DJ

y=ty'+a(y)

@ Uvodimo parametrizaciju: y’ = p, tj. dy = pdt
y =tp+9(p)
pdt = dy = pdt + tdp + g'(p)dp
(t+9g'(p))dp=0

Odavde slijedi p = C ili g’(p) + t = 0. U prvom slucaju, rieSenja
Klerove DJ je familija pravih

y = Ct+g(C),
a u drugom je rjeSenje (u parametarskom obliku):

t=-g'(p), y=-pg(p)+g(p)
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Lagranzova DJ
Klerova DJ

DJ nerjesive po prvom izvodu

Rijesiti jednacine:

t:y’3+y’ J

y? =3(ty' — ) J

Diferencijalne jednacine
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